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I NTRODUÇ~O 
Em (]) são esclarecidos vários asrectos de um teorema de Atiyah e Hirzebruch 
(teorema 3.20 de (7l) e sao obtidos resultados de não-mergulho para variedades 
de Grassmann; aqueles autores haviam usado o mesmo teorema, com sucesso, para 
espaços projetivos complexos. 
Hsiang e Szczarba:_·estudaram em (10) variedade"3 que sao os espaços totais de 
fi brados de esferas sobre esferas e obtiveram resultados de imersão e mergulho 
dessas variedades, fazendo uso do conhecimento do número de campos 1 inearmente 
independentes sobre as esferas. 
Esta tese foi desenvolvida a partir desses dois trabalhos e seus objetivos 
básicos são, por um lado, general izàr resultados de (]) considerando mergulhos 
não em esferas mas sim em espaços totais de fibrados sobre esferas e, por ou-
tro, considerar as 11flag-variedades 11 complexas que formam uma classe mais ampla 
que as variedades de Gra·ssmann. 
O presente trabalho consta de quatro capítulos e o contelido de cada um de-
les ê o seguinte: 
Capítulo I Fibrados~ Imersoes e Mergulhos 
Neste capítulo foram colocadas as noçoes preliminares· e notaçoes que -ser ao 
utilizadas nos capÍtulos seguintes. Alguns resultados gerais sobre fibrados f o-
ram desenvolvidos. Apresentamos ainda uma condição suficiente para que o espaço 
total de um fi brado de esferas seja uma variedade parai e! izável. 
Capítulo li Fibrados de Esferas 
No capítulo 1 I foram estudados, com detalhes, os espaços totais de fi brados 
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de esferas sobre esferas. O seguinte resultado é bâsico: 
11 Se ~p e nq são fibrados vetoriais sobre sn tais que 
• 
entao existe um fibrado (-n)q sobre sn 
• 
com a seguinte propriedade: 
t;P EE> 6q = eP ~ (-n)q 11 , onde 6° denota o fibrado trivial de posto n. 
A partir desse resultado obtêm-se um teorema de não-mergulho para as varie 
dadeJ MS, construfdas como espaços totais de particulares fibrados de esferas 
sobre S0 , 
A seguir, calculamos a cohomologia e a K-teoria de fibrados de esferas e 
concluímos o capítulo com o seguinte teorema: 
e um (p+l)-fibrado vetorial com p e n Ímpares e J1 -e a 
classe fundamental em homologia de S(S) .então, para todo ct€\(.(S(S)), tem-se 
<c h (a)' il >E. Z11 
Este resultado generaliza u~ teorema de Bott para as esferas de dimensões 
pares, demonstrado em (5) e é fundamental na obtenção de resultado de não-mer 
gulho~ pelo método utilizado. 
Capítulo JJJ Não-mergulho em Espaços Euclidianos 
O capftulo é iniciado com a definição de 11flag-variedadc complexa 11 • Para 
estas variedades calculamos a cohomologia e as classes de Pontriagin do fibrado 
normal com a final idade de usar o teorema de Atiyah (Teorema J 2 ) 
São obtidos resultados de não-mergulho em Rn para as variedades 
F(2,2,1) e F(2,2,2). 
F(2,2), 
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Capítulo IV Não~ergulho em Fibrados de Esferas 
No capítulo IV é dada uma descrição do método que permite calcular as 
classes B(v), associadas ao fibrado normal de um mergulho das flag-variedades 
em S{~). Para possibilita r a classificação de tal fi brado normal foi feita a 
seguinte restrição sobre o fi brado r;: ele deve ser tal que TSn $ r; seja tri-
vi ai, o que e equivalente a exigir-se que r; seja o fi brado norma 1 de uma i me r 
- de s" euclidiano. Ta I exemplo, r; - trivial sao em um espaço ocorre, por se e 
e ~ possui uma secção que nâo se anula (caso considera 
do por Hsiang-SzcZarba em (10)). 
Utilizando o teorema do capítulo 11, mencionado nesta introd,ução obtem-se 
o seguinte: 
Teorema (K1): Se M2 m mergulha em S(S) com fibrado normal orientado v2 k, en-
tão para todo 6 E: K{M) tem-,se 
A partir dai segue-se o resultado final: 
Teorema {0 1 ): Se !; e um (p+l)-fibrado vetorial sobre sn, com p e n ímp~ 
res, TSn $ 1; trivial e L~ p + n = dimS(i;) entao: 
(I) F(Z,Z)rj.. S(t,) se L= 12 
(2) F(2,3)-;t s(r;) >e L= 20 
' 
(3) F(2,4)rj.. s(t,), se L= 28 
(4) F(Z,2.1)-;t s(r;), se L= 20 
(5) F(Z, 1.1) if- S(t,), se L= 12 
• 
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- FIBRADDS, IMERSÕES E MERGULHOS 
A - Imersão e Mergulho. Fibrado Normal. Teorema de Hirsch 
A palavra vàriedade (ou variedade diferenciável) signifi"cará, em todo o 
texto, variedade diferenciável, compacta, de classe C00 • Uma função entre duas 
variedades será suposta diferenciável de classe ~ C . úenotaremos o fibrado veto 
rial real produto de posto n por en ou simplesmente n. O sinal de igualda-
de será usado para indicar fi brados isomorfos e os grupos estruturais de fibra 
dos vetoriais serão O(n} ou SO(n). 
A1 - Definição: Sejam Me N variedades diferenciáveis de dimensÕes me n,re~ 
pectivamente; uma função diferenciável f: M-+ N e uma imersão se a derivada 
de f' em cada ponto de M tiver posto m. Se, além-disso, f for um homeomor-
f i smo de M ·sobre f {M) -f e chamada um mergulho de M em N. 
Usaremos as notaçoes MÇ N e MC N para indicar que M imerge em N 
e mergulha em N, respectivamente. 
Observemos que se existe um mergulho de M em N então M -e difeomorfa 
a uma Subvariedade de N; entretanto, a imagem de uma imersão poderã não ser 
uma subvariedade. 
Dada uma imersão f: M + N ê possível construir um fi brado vetorial Vf so 
bre M, com a seguinte propriedade: 
TM (!) V f = .f' (TN) 
onde f 1 (cN) denota o fi brado induzido, atraves de f, pelo fi brado tangente 
a N. 
O fibrado Vf é chamado fibrado normal da imersão f.Reciprocamente,Hirsch 
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em (li) provou o seguinte: 
A2 -Teorema: Se existe um p-fibrado vetorial v, sobre M tal que p > e 
então existe uma imersão de M em Rm+P, com fibrado normal v. 
Hirsch provou ainda que se o fibrado v possuir secçoes linearmente inde 
pendentes a imersão pode ser realizada em dimensões inferiores a m + p. 
A3 - Corolário: Se Mm ê para lei izável entao Mm<;:, Rmtr. 
A4 - Lema do Cancelamento: Se ~n e um n-fibrado vetorial sobre Mm, orientá 
vel tal que: 
com n > m, entao 
Demonstração: 
Suponhamos p = 
M 
e consideremos o diagrama: 
e ~ BSO(n) 
~ j, p 
----=-:.,--> B S O ( n + I ) pof 
onde f ê a aplicação que classifica i; e p e a fibração usual com fibra sn. 
A aplicação pof classifica i; (f) 8 1 e como este fi brado ê trivial, 
pof ê homotÕpica a aplicação constante igua-l a e é BSO(n+l); consequentemen-
te, a aplicação f é homotôpica a uma aplicação: 
06 
Como m < n, segue-se que g e homotópica a uma aplicação constante, i2_ 
to ê, o fibrado ~ ê trivial. 
Para provar o caso geral, basta aplicar sucessivamente o caso p = 1. 
A5 - Corolário: Se MmS Rm+k e o fibrado normal vk possui p secções (p<k) 
I . . d d - Mm~_ Rm+k-p. 1nearmente 1n epen entes entao ~ 
Demonstração: 
Temo~: TM e Vk = 8m+k e como v possui p -secçoes linearmente inde 
pendentes, vk = ç:k-p @ eP; logo, TM e ç:k-p e eP = em+k-p e eP. Pelo 
lema do cancelamento 
k-p ~ 
O teorema de Hirsch (A 2 ) nos diz entao que Mm imerge em Rm+k-p com 
K-p fibrado normal S . 
B - Fibrado Tangente a uma Variedade 
Seja M uma variedade diferenciável, compacta e sem bordo; indicaremos 
com T(M) o espaço total do fibrado tangente TM. 
T(M) ê uma· variedade diferenciável, de dimensão 2m, orientâvel, e seu 
fibrado tangente é: 
TT(M) = 11' (TM $ TM) 
onde 'lT: T{~1)-+ M é a projeção do fi brado TM 
B1 Proposição: Seja f: M-+ N um mergulho com fibrado normal v. Então e-
xiste um mergulho: 
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f1: T(M) + T(N) 
comfibradonormal rr!(v EEl v) 
Demonstração: 
Seja f 1 ~ df a derivada de f; f 1 é um mergulho de T(M) em T{N) e te~ 
mos o seguinte diagrama comutativo: 
T (M) f, + T(N) 
h s,Jt n, 
M -> N 
f 
Seja S1 : N + T(N) -a secçao nula de TN. Temos entao: 
1T1S1 = idN (identidade de N) 
e S1 rr 1 é homotôpica a identidade de T{N). 
Logo: 
' ' 
= TN e niSi(TT(N}} = TT(N) 
e por isso: 
= n!f' (TN $ TN) = n! [(eM (f) v) $ (TM $ v)] = 
= n' (TM (i) TM) <!'> n' (v E!> v) = TT(M) <'ll n' (v (!) v) 
e isto mostra que o fi brado normal do mergulho f1 ê TI! (v @ v). 
B2- Exemplo: A partir do mergulho canônico de sn em Rn+l, temos: 
I.~· 
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com fibr-ado normal v= 8 2 • 
Logo'T(sn)-_R20+1 , f"b d lt""l · ..  com 1 ra o norma r1v1a , ou seJa T(S 0 ) e uma 
-variedade, de acordo com a seguinte 
83 - Definição: Uma variedade diferenciâvel M -e uma rr-vax>iedade se 
-e trivial. 
t claro que toda variedade paralelizável é rr-variedade; as esferas sr. são 
rr-variedades que não são paralelizáveis se n ~ 1,3,7 
-e uma rr-variedade de dimensão m par e se a classe de 
Euler X(M) =O então M é para lei izâvel. 
DemonstY'ação: 
Observemos, inicialmente, que toda rr-variedade é orientável. Temos que 
= m + I e consideremos o diagrama: 
BSO (m) 
t p 
M -=c----> BSO (m+ I) 
pof 
onde f classifica TM, p e a fibração canÔnica com fibra Sm e a apl icução 
composta pof classifica TM ~ sendo, portanto, homotópica a uma aplica-
ção constante. Pela propriedade de levantamento de homotopia, podemos supor que 
f toma valores em Sm. Além disso, a restrição do fibrado canônico ym sobre 
BSO(m) a sm dá TSm; temos então uma aplicação fibrada: 
' 
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Logo, X(M) = f*X(sm) = O pois X(M) = O, por hipótese; mas, como m e 
par, onde a -e o gerador de 
Mm sendo orientâvel, Hm(M) não tem torção e então temos que f*(a) = O 
e portanto f* = O. 
Como f toma v a 1 ores em Sm, segue-se que f e homotÕp i ca a uma ap 1 i cação 
constante ou seja :rM ê trivial. 
Observação: O resultado ê falso para m Ímpar; basta considerar a esfera 55 • 
Bs -Definição: Dado um {p+l) -fibrado vetorial Ç, o fibrado obtido substitui~ 
do-se cada fibra de i; pela p-esfera sP dessa fibra será chamado p-fibrado d:: 
esferas associado a Ç e o mesmo será denotado por S(Ç). 
Observação: Vamos nos referir simplesmente a um 11 fibrado de esferas 11 para desi.9.. 
nar um fi brado de esferas associado a um fi brado vetorial; por simplicidade, v~ 
mos também denotar com S{Ç) o espaço total do fi brado de esferas S(Ç). Além 
disso, tomaremos sempre fibrados cujas bases são variedades diferenciáveis de 
modo que a existência de uma mêtrica está assegurada. 
66 - Corolário: Seja B uma variedade diferenciável orientada com classe de Eu 
ler X(B) = O e seja .; um fibrado vetorial sobre B tal que TB @ S e 
trivial. Se a dimensão de S(Ç) for par então S{Ç) e uma variedade paralel i-
zável, 
Demonstração : 
Seja E o espaço total de .; e '1T a projeção. Então TE= 1r! ~TB $1 O; co 
mo S(Ç) mergulha em E, com fibrado normal 8 1 , temos: 
TS(~) (!) 81 ~ TE/5(0 = (rr/S(~))! (TB (jJ ~), que é trivial. Isto mostra que 
S(Ç) ê uma Tr-variedade; a proposição 7.6 de (6), nos dá: 
' 
1 o 
tS(0 ~ (rr/S(())!(tB) E!) TF 
onde Tf -e o 11fibrado tangente ao longo das ftbras de S(t;:) 11 • Então: 
pois X (B) = O. O resu 1 ta do segue do teorema 84 • 
Exemplo: Tomando 8 = 5° e ~ = ap+l ' com n e p 1mpares, tem-se: 
J)X(B)·O 
2) S((} = S0 x SP, dim S(f;) = .n+ p, par 
Então M = 5° X sP e para lei izãvel. 
Obser>vação: Para um produto de esferas, podemos provar o seguinte resultado, 
mais geral: 
Ba -Teorema: Se M = sn x SP e n ou p e Ímpar então M e paralel izâvel. 
Demonstração: 
Suponhamos n Ímpar; entao o fibrado TS~. possui pelo menos uma -secçao 
que nao se anula; seja T5° = 11 $ 1. 
Sejam n1: M + sn e n2: M + sP as projeções; tem-se: 
C - Classe de Euler e Sequência de Gysin 
C1 Definição: Seja Ç ==(E;rr,B) um n-fibrado vetorial orientado e 
• 
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u E Hh(E,Eo;Z) a classe de Thom de i;; as aplicações i: E 7 (E,E 0 ) inclusão e 
g: B +E uma secção qualquer induzem: 
i*: Hn(E,E 0; Z)-+ Hn(E;Z) 
g*: Hn(E,Z)-+ Hn (B;Z) 
A classe X{i;) = g*i*u €. H (B;Z) -e chmnada atasse de Euler de i;. Esta de 
f in i ção não depende da esco Iha da secção g ( 14) . 
A seguinte proposição e consequência imediata da definição: 
c, Proposição: Se o fibrado vetorial orientado i; -possui uma secçao que 
nao se anula então a classe de Euler X(t) = O 
A classe de Euler satisfaz~ propriedade multiplicativa: 
X(l; @ n) = X(I;).X(n) (14) 
C3 Isomorfismo de Thom (!4) 
Para todo fi brado vetorial S = (E,rr,B} a aplicação 
e um isomorfismo, para todo i. 
Se i; for orientável, é também um isomorfismo a aplicação produto "cup" 
pela classe de Thom: 
O isomorfismo composto: 
., 1,·, (B) ''.* ,· ( ) uu 'r+n( ) , , H E =-+ H E,E 0 
é chamado isomoPfismo de Thom3 e vale, tomando = n, o seguinte resultado: 
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C4 Proposição: X(i;) = ~- 1 (u (I u) 
Cs Sequência de Gysin 
Seja ~ = (E,~,B) um n-fibrado orientado e consideremos a sequência exata. 
em cohomologia do par (E,E 0 ): 
O isomorfismo de Thom fornece o diagrama: 
li t 
A sequência inferior ê tal que o diagrama é comutativo onde h = (rr*)- 1 L*t 
ê dada por h(a) = avX(éJ e a mesma é chamada sequência de Gysin associada ao 
fi brado orientado S-
ObservaçÕes: 
1. Se ç; possui secçao que nao se anula então h= 0-, de modo que a sequência 
de Gysin se reduz a 
e entao permite calcular H*(E 0 ;Z) = H*(S(~);Z) a partir da cohomologia de 
B. 
2. De modo anâlogo ao que foi feito para a cohomologia usual, podemos obter una 
sequência do tipo Gysin, para teorias gerais de Cohomologias (9)-em partic~ 
lar para K-teoria, como veremos posteriormente. 
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I I - FI BRADOS DE ESFERAS 
D - Fibrados sobre Esferas 
D1 Proposição: Sejam ~p e nq fibrados vetoriais sobre uma variedade dife 
renciável B tais que I; $ n 
mergulha em Rm+p+q- 1 • 
ê trivial; se B mergulha em Rm então S(.!;) 
Demonstração: 
Como Rm x sp+q-I ê difeomorfo a uma vizinhança tubular do mergulho usual 
de sP+q-t em Rm+p+q-t, tem-se que S(í;)C: Rm+p+q- 1 • 
Dz Corolário: Para todo n, o espaço total do fibrado de esferas associado 
a TSn mergulha em R2 n+1 , 
Demonstração: 
TS.n (!;> I e trivial e _snc. Rn+l tomamos entao m = n + 1, p = n e 
q = na proposição Dt. 
o, Dado um p-fibrado vetorial sobre sn , com n. > 1 (de modo que -e 
orientável), ~ ê classificado por uma apl !cação: 
f: 5°~ BSD(p) 
Logo, Ç determina um elemento de Tr.0 (BSO(p)). 
Reciprocamente, todo elemento de n0 (BSO(p)) determina, a menos de isomor 
f i smo, um p-f i brado sobre sn. 
O fi brado trivial aP sobre sn ê classificado pela aplicação constante 
• 
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de sh em BSO(p) e portanto representa o elemento neutro do grupo 'ITn(BSO(p)). 
Se f: Sn_ BSO(p) representa um elemento do grupo nn(BSO(p)), -f:Sn-+ BSO(p) 
denota a aplicação que representa o elemento oposto. 
Seja ~: BSO(p) x BSO(q) + BSO(p+q) a aplicação induzida pela 
SO(p) x SO(q)C SO(p+q). 
Dados i;P e nq fibrados vetoriais sobre sn sejam: 
as aplicações que os classificam. 
f( sn_, BSO(p) 
f : s"--+ BSO (q) 
n 
inclusão 
Sejam, ainda, CP: sn-+ BSO(p) e Cq: S~ BSO(q) as aplicações constantes 
nos pontos bases de BSO(p) e BSO(q). 
0 11 lema: A soma de Whitney 1; Et> n e o fibrado classificado por: 
onde + representa a soma em Trn(BSO(p+q) 
Demonstração: 
Usando a definição da soma em Trn(BSO(p+q)), a classe de homotopia a -e 
representada por 
c f vf 
S0 + snv s" E, n> BSO(p)x BSO(q) 1,\ BSO(p+q) 
onde C: Sn + Snv sn é aplicação que contrai Llm equador de sn pelo ponto 
base de sn, no mesmo ponto base. 
Por outro lado, a aplicação: 
Sn d n n 1 fxg BSO(p) x BSO(q) l!> BSO(p+q) + 5 X 5 ~--> 
' 1 5 
onde d e a aplica~ão diagonal, classifica a soma de Whitney ~ $ n. 
Temos então o seguinte diagrama: y s"xs" "'-t x g 
s" f; ·~ sso(p) x sso(g} ..1!__> sso(p+g) ~~ 
S0vSIY 
e queremos provar que o mesmo e homotópico-comutativo. 
Para isso, observemos que (fxg)oi ~ f v g onde -e a 
inclusão, e portanto basta provar que as aplicações d e o c são homotôpi-
cas. A aplicação: 
definida por composição com as projeçoes TI1 1 Tiz: $0 X $0 ~5°, -e um i somo r fi s 
mo. 
Em particular: 
Consideremos as aplicaçÕes: 
a= (id,*): sn -r sn x {*}c s 0 x sn 
que representam elementos de TI .. 0 (snxs 0 ) 
Tem-se: [a]+ [}l] ~ [(av S)oC] ~ [ioC] e e[ioC] ~ e[a] + e[ll] ~ 
~ ([rr1oa], [rr,oa]) + ([rrloS],[rr,ofÜ) • ([id],o) + (O,[id]) • 
" ([; d] ' [; d]) 
Ou seja e[d] = e[ioc] e portanto as aplicaçÕes deioc são homotópicas. 
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D!! Corolário: Sejam i;P e nq fibrados sobre 5° tais que l; $ n = Op+q. 
Então: 
Demonstração: 
Como S (f) n é trivial, a= O. 
logo [j.w(fç;,cql] = -[oo(Cp,fn)J = [jw(cp·-fn)J. 
A aplicação MO(fç,Cq) classifica Ç @ 6q e MO(Cp,fn) classifica 
eP E& (-n)q e portanto temos o resulta do. 
E - Imersão e Mergulho de Fibrados sobre S0 
Seja Ã(n) o numero de campos de vetores 1 inearmente independentes sobre 
S0 ; este nÜmero foi determinado por Adams em{!), que provou o seguinte: 
E1 Teorema(Adams): Seja n+1=(2a+l}2b onde b=c+4d,coma,b,ce 
d números inteiros e O< c< 3. Então: 
À (n) = 2ç + 8d -
Deste teorema deduzimos as seguintes propriedades de À(n}: 
(1) Ã(n) +O se, e somente se, n é fmpar 
(2) Os À(n) formam uma sequência nao 1 imitada. 
Se, por exemplo, n+l = i 1 d então À(n) = Bd sendo este o caso considera-
do em (lOJ. 
(3) >..(n) ê par se, e somente se, C= O, isto ê, n + 1 = (2a+l)2 4 d 




onde ~ e um fibrado sobre S0 com uma secçao que nao se anula. 
Seja M~ = S (~) ~ espaço total do fibrado de esferas associado a -e 
uma variedade de dimensão 2n- À(n). 
E, Lema: O fibradc TS 0 $ ~ -e trivial. 
Demonstração: 
-s" .-!\ c--- -s" ~ 81 rn c-•' po· c 81 = .(:"I c ';>7<, c= \;]:>''-;, ISs= <:> e como 
TS0 Ef) 81 = 8n+l, temos: 
,sn $ E; = 8n+l (l) E;' = 8" "' E; = E;$ 8)-(n) -1 (1l 8n-À(n)+l = 
pois n - À(n) + 1 > O. 
Teorema: Se À (n) -e par, a variedade Mç lmerge em 
Demonstração 
Temos: I) -rs" EB 1; trivial 
z) x(s") = o 
3) Dimensão de M~ par 
Podemos então aplicar o corolário B6 e concluir que Ms e para lei izâvel. 
Sendo para lei izável, Mí; imerge em codimensão 
E" Teorema: Ml; mergulha em R20+1 
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Demonstração: 
Como Ç ê um sub-fibrado do fi brado tangente a s" 
' 
Mç mergulha no esp~ 
ço total do fibrado de esferas associado a TSn. 
(),resultado segu~ pela aplicação de 0 2 • 
Na demonstração do prÔximo teorema será utilizado o lema seguinte, que po-
de ser encontrado em (12). 
E5 lema: Para todo mergulho de sn em R2 n, o fibrado normal é trivial. 
E6 Teorema: Para todo n,. n > 15, a variedade M~ nao mergulha em R2 n. 
Demo"lstração: 
Como o fi brado ~ -possui uma secçao que nao se anula, podemos escrever 
~=~· EE> e'. 
Seja D o espaço to ta 1 do fibrado de discos associado a ~· e s, Sn-+ D 
o mergulho dado pela secçao nula de S 1 • Podemos mergulhar D em M~ de ta 1 
modo que D se identifique com uma vizinhança tubular de s" em M~ e, canse 
quentemente, ~· resulta sendo o fi brado normal de s"c M~. 
Suponhamos que M~ mergulhe em R'n com fibrado normal v. O fibrado no r 
ma 1 do mergu I ho de s" 2n em R , obtido por composição, tem fi brado normal 
~· e v, Pelo lema E5 , o fibrado ~~ E9 v é trivial; aplicando o corolârio 
D5 , temos: 
~· Ell 8À(n) = 8n-Ã(n) Ell (-o) 
~ (j) 8À(n)-, = en-À (n) E!J (-o) 
n TS = en-À (n) Eil (-o) 
Esta igualdade nos permite concluir que À(n) > n- À(n}, ou seja 2À(n)~n. 
• 
1 9 
Por outro lado, o resultado de Adams E1 garante que, para n > 15, 2\(n)< 0 , 
Temos então a contradição e o teorema está demonstrado. 
E, Definição: Se uma variedade M imerge em -mas nao imerge em 
mergulha em Rq mas nao mergulha em Rq-I, diz-se que a divergência de M e 
q - P• 
Segue-se de E3 , E4 e E6 que, se n ê Ímpar e Ã(n) e par entao a diver-
gência de M,; e À(n)"; ou seja, as variedades Mç fornecem um exemplo de uma 
família de variedades com divergência arbitrariamente grande, uma vez que a se-
quência Ã{n) ê. ilimitada. 
F - CohomoZogia de FibPados de EsfePas 
Seja i;" (E,TI, S") u~ (p+l)-fibrado vetorial sobre n S ; supondo n > 1, 
ç é orientãvel de modo que podemos considerar X(Ç) e a sequência de Gysin as 
saciada a Ç, construída em Cs: 
--+ Hi-(p+l) (s") uX~ H; (s")-+ Hi (E o)~ Hi-p(s")~ 
onde Eoc E - o complementar da imagem de s" pela secção nula de f;. e 
Se n -F p+l então X (f;) = o pois Hp+> (s") = o e a sequência acima r e-
sul ta: 
O-> H i (s")-+ H i (E )-+ H1-P(s")-+ o, 
de modo que Hi(Eo) = H;-p(s") ® H; (s") 
Se p = n, H i (Eo) = Hi-p(SP) EiJ H; (sP) ou seja: 
Hi(Eo) = Z, HP(Eo) = z e z. H2P(Eo) = z 
Se P -F n • Hi (Eo) = Hi-p(s") (]) H; (s") e então: 
• 
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H i (Eo) = Z, H"(Eo) = Z, Hn+p(Eo) = Z e todos os demais são nu-
los. Temos então, para nTp+ 1: 
H*(E 0 ,Z) = z e z e z e z 
Se S(Ç) e o p-fibrado de esferas associado a .;, então S(l;) tem a mesma 
cohomologia que E0 : 
H*(S(0 ;Z) = Z <!l Z <!l Z e Z 
Observação: Se n = p + 1, mas S possui secção que não se anÚla então· X(S)=O 
e o mesmo resultado continua vã! ido. 
G - X-Teoria Complexa para Fibrados de Esferas 
Para todo par (X,Y) onde X . e um comp I exo Cw finito e y . e um sub com 
plexo, define-se: 
~ 
K(X,Y) = K(X/Y) 
onde Y/Y é tomado como ponto base de X/Y. 
{Para as definiçÕes de K(X) e K(X) ver 13J ou 17J) 
Dados X e Y espaços topológicos compactos com pontos-base x0 e y 0 res 
pectivamente, escrevenns: 
X~ Y = X x Y/X x {y 0 } U {x,} x Y 
G1 Definição: A n-ésima suspensão reduzida de X e entao definida como: 
s"x = s"" x 
Para obter K como um funtor de cohomologia definimos, para todo n > 0: 
(1) K-n(X) = í<.(SnX), se X ·tem ponto base. 
(2) -n --n K (X, Y) = K (X/Y), X/Y com ponto base Y /Y 
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(3) K-n(X) = K- 0 (X,<jl) = K(S0 X+), onde x+ e a união disjunta de X com um .. 1 
ponto base. 
Esta definição pode ser estendida para todo n E Z, a partir do seguinte: 
G2 -Teorema: (periodicidade de Bott) (5): Para todo espaço X e todo n >O, 
existem isomorfismos: 
B": K0 (X,Y) + K-'"(X,Y) 
S": K- 1 (X,Y) + K-(,n+1)(X,Y) 
Define-se então: 
K"(X,Y) = K0 (X,Y) -se n e par 
Com estas definiçÕes, os grupos K0 (X,Y) satisfazem aos axiomas de uma 
teoria geral de cohomologia, isto é, são válidos oS axiomas de Eilenberg-Stee~ 
rad, exceto o axioma da dimensão,pois K0 (x 0 ) nao e zero para n :F O. 
Em particular, para todo par (X,Y) com X um complexo Cw finito e V sub 
complexo, a sequência: 
-e exata, par a todo n. 
H - K* - orientação de Fibrados Vetoriais 
A referência geral para esta parte ê (9). 
Dada uma teoria geral de cohomologia hi~. pode-se definir o conceito de 
h*-orientação para fibrados vetoriais. Em particular para a teoria K*, proce-
de-se da seguinte maneira: 
Como: 
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f . d Une Kn(Rn,Rn-0) 1xamos um gera or ~ e dado n-fibrado é =(E,n,B) defini mos 





H1 - Definição: O par (é;,U) e chamado um fibrado vetorial K*-orientado e va 
le o seguinte: 
H2 Teorema: A aplicação rp: K1 (B)-r Ki+n(E,Eo) definida por: 
t(z) n*(z)U 
é um isomorfismo para todo i, se 1; for K*-orientado. 
A prova deste teorema está em C9J, P?9· 33. 
Uma condição suficiente para que um fibrado vetorial real seja K*-or,ien-
ta do e que: 
W1 (E;) = W, (é) = O i9J, pag 117. 
Dado o n-fibrado vetorial real .; "'(E,rr,B) sejam D(Ç) e S(Ç) os fi 
brados de disco e esfera associados a .. .!;:; a inclusão do par: 
(D(0, S(i;))-+ (E, Eo) 
induz isomorfismos Ki+n(E,E 0 ) ~ Ki+n(D(!;),S(Ç)) 
Assim, temos um isomorfismo: 
se Ç, for K*-or i entado. 
Consideremos a sequência exata em K-teoria do par (D(S),S(S)): 
O isomorfismo ~ fornece o diagrama: 
• 23 




Neste diagrama, h .,.*-1·,·· 1 • -. " ~ e resu ta comutativo, com a sequenc1a infe-
rior exata. 
Teorema: Se o fibrado vetorial real -e K*-orientado e possui secçao 
que não se anula então a aplicação h ê nula. 
Demonstraçéio: 
-Se g: B-+ E e uma secçao que nao se anula, podemos supor que a imagem 
de g está contida em S(~). De modo que a aplicação 
i og a~ (D (f;), s (I;)) 
induz: 
Como h= g*i*~• segue-se que h= O. 
H4 CoroL'irio: Se ~ = (E,7r,B) ê um n-fibrado vetorial real, K*-orientado, 
que possui uma secção que não se anula então: 
Ki (S (I; i) = Ki (B) ® Ki -n+l (B) 
Demonstração: 
Como h= O, temos a sequência exata curta: 
o~ Ki (s)~ Ki (S(i;))~ Ki-n+l (B)~ O 
e o resultado segue. 
Tomando B = sP com p + 1,3 todo fibrado sobre sP resulta K*-orienta 
do pois wl = w3 = o. 
• 
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Podefl'Os então calcular a K-teoria do fi brado de esferas associado, apl j-
cando-se o corolário H4 e o resultado sobre a K-teoria das esferas, que se 
encontra, por exemplo, em [3] e que e o seguinte: 
z se p e ímpar 
z $ z -se p e pat' 
{ o -se p e par • Ktmpar(SP) = z • se p e 1 mpar 
Pelo corolârio, Ki (S(F,)) = Ki (sP) <3l Ki -n+l (sP). 
Logo, - • (pY,l,3) se p e tmpar tem-_se 
Ki (S(F,)) = z $ z' para cada i e para todo n. 
Se p e par então: 
Ki (S(i;)) = Z (!l Z, para cada e n par 
Ki (S(f;)) = Z E!l Z E!l Z E!l Z, para i par, n • tmpar 
Ki(S(S)):::: O, t"mpar, n Ímpar 
Obtivemos então o seguinte: 
H5 - Teorema: Para todo fi brado vetorial real sobre sP, p =fo 1 ,3, que possui 
secção que não se anula, a K-teoria do fibrado de esferas associado ê dado por: 
K*(S(i;)) = K0 (S(i;)) <ll K1 (S(i;)) "Z 9> z Gl z <ll z 
Observação: Os casos p =I e p = 3 podem ser incluídos no resultado, com 
uma demonstração que utiliza sequência espectral (4). 
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Carácter de Chern 
Dado um fi brado vetorial complexo n sobre um complexo CW finito X, o 
carácter de Chern n. Ch(n) é definido a partir das classes de Chern de n e 
induz um homomorfismo _de anéis: 
onde Hpar(X;Q) denota a soma direta dos grupos de c0homologia em dimensões p~ 
res de X, com coeficientes racionais. Referência (4) e C?J. 
Se chp(n) denota o fator p-dimensional de ch(n), então vale o seguinte: 
Teorema: Se n €. K(X) ê tal que chp(n) =O para todo O < p < r e 
H*(X,Z) não tem torção então: 
Este teorema esta provado em (4), como corolario de um teorema geral cu-
ja demonstração é baseada na sequência espectral para a K-teoria. 
Aplicaremos o teorema acima para o caso em que X ê o espaço total de um 
fibrado de esferas associado a um fibrado vetorial sobre esferas. Para isso, se 
ja ~ = (E,n,Sn) um (p+l)-fibrado vetorial com n e p ímpares. 
Vimos em F que S(S) so tem cohomologia nas dimensões O,n,p e n+p e 
que H*(X;Z) nao tem torção. Como, para todo n E. K(S(S)). 
ch(~) E: Hpar(S(i;);Q) 
segue-se que chi (n) = O para todo i < p + n e, pelo teorema anterior, pode-
mos concluir que 
ch (n) ~ Hp+n(S(é);Z) p+n 
Temos então provado o seguinte: 
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Teorema: -e um (p+I) - fibrado vetorial com p e n • lm 
pares e ~ é a classe fundamental em homologia de S(Ç) então, para todo· 
a €. K(S(I;)), tem-se: 
<c h (a) , Jl >E. Z 
Obsi:Y'Vaçâo: Este resulta do generaliza um teorema de Bott para as esferas de di 
mensões põres {5, pag SJ, que ê crucial para os resultados sobre não-mergulho, 
obtidos por A. Conde em (]). 
ls Exemplos: 
I) Se ep+l é o (p+l)-fibrado trivial sobre 5°, com p e n Ímpares então 
5(8) = s0 x SP de modo que para todo a €. K(S 0 xsP) tem-se 
<ch(a), J1 >e:. Z 
2) Para as variedades Mç consideradas no capítulo r, temos: 
TSn =i; <I> 0À(n)-l, À(n) ~ I 
Isto implica n Ímpar e sendo Ç um (n-i\(n)+l)-fibrado vetorial, se 
i\(n) for par, p = n - i\(n) ê Ímpar e o resultado do teorema vale para 
Mt; = S (I;) 
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111 • NM·MERGULHO PARA "FLAG·VAR I EDADES" 
J - Não-mergulho em Espaços Euclidianos 
J1 Definição: Uma 11flag-variedade 11 é um espaço homogêneo da forma. 
com n1 , n2 , ••• , nk números inteiros positivos tais que n 1 + n2 + ... + "k = n. 
Deste modo, um ponto em F{nl,nz, ... ,nk) é uma K-upla de subespaços orto-
normais de C0 , de dimensões n1 , n2 , ••• , "k' Esta famfiia de variedades inclui 
os espaços projetivos complexo.s: 
F(n,l) • CP" • U(n+I)/U(n)•U(I} 
e as grasmanianas complexas. 
F(m,n) - G(m,n) • U(m+n)/U(m) x U(n) 
( ) -,r.' n A dimensão de F n1 ,nz, ... , nk e n -Lnl+ ... +nkJ. 
Um resultado de não-mergulho em espaços euclidianos para essas variedades 
serã 'obtido aplicando-se o seguinte teorema, demonstrado por Atiyah em (2). 
J 2 Teorema: Se Mm e uma variedade diferenciãvel compacta com fibrado nor-
e a k-ésima classe de Pontriagin Pk(v) r O entao M -nao mergulha em 
Para aplicar este teorema deve-se conhecer o fibrado normal de M e um 
método para calcular as classes de Pontriagin desse fibrado;. daremos, em segui_ 
da, uma descrição resumida para o caso em que M é uma 11 flag-variedade 11 • As re 
ferências básicas para esta parte são C?l e (8), 
J 3 Cohomologia das 11flag-variedades 11 • 
Vamos indicar com G o grupo de Lie U(n) e com H o s~bgrupo 
• 
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G/H _j. BH_j_ BG 
induz em cohomologia a sequência: 
'* '* H*(BG;Z)-J> H*(BH;Z)~ H*(G/H;Z) 
-sao as classes 
universais de Chern; analogamente: 
H~(BH;Z) = z[a~, ... ,a~)x ... x· z[a~, ... ,a~k] 
Para obter a cohomologia de G/H basta tomar o quociente de HX(BH;Z) pelo 
ideal gerado por: 
L: 
r 1+ ... +rk=p 
1 
a x 
C! '•' X 
k 
a ' rk 
p=l,Z, .•• ,n 
A demonstração desse fato utiliza a 11sequência espectral de Serre11 e está 
em (8). 
Observação: O mesmo processo se aplica para a cohomologia com coeficientes ra-
cio na i s. 
Exemplos: Vamos aplicar o método descrito para calcular a cohomologia de algu-
mas 11fiag-variedades 11 , 
(1) Espaço projetivo complexo 
Para CP"= U(n+l) I U(n) x U(l), temos: 
H*(B(U(n) x U(I));Z) = Z[a 1 , ••• , aJ x Z[bi] 
H* (BU (n+l)) ;Z) = Z [cl ,c2, ... , Cn+rJ 
As relações são as seguintes: 
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Temos então e 
Isto mostra que a cohomologia de CP 0 ê dada por um Ünico gerador 
... ' 
n 
x1 • Em particular, sô tem cohomologia nas dimensões p~ 
res-propriedade que é válida para todas as 11 flag-variedades 11 • Em resumo, 
H*(CP0 ;Z) ê o anel de polinômios, com coeficientes em Z, gerado, por 
n+J x, = o: 
(2) A variedade de Grassmann F(2,2} 
Tem-se F(2,2) = U(4)/U(2) x U(2) e dimensão de F(2,2) igual a 8. 
Sejam: 
H*(B(U(2) x U(2));Z) = z[a 1 ,a 2] x z[b,,b,] 
H*(BU{4);Z) = z[cl,c2,cs,ctt] 
Temos então as relaçÕes: 
Destas relações obtém-se: 
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A cohomologia de F(2,2) tem como geradores 
x1 = i*(a 1 ) ~ H2 (F(2,2);Z) 
x2 = i*(a 2 ) €. H'(F(2,2);Z) 
Uma base aditiva de H*(F(2,2);Z) e formada pelos monômios: 
(3) A "flag-variedade" F(2,2,1) 
Tem-se: F(2,2,1) = U(5) / U(2) x U(2) x U(l) 
Dimensão de F(2,2, I) = 16 
Sejam a1, a 2 os geradores de H*(B(U(2) x U(2) x U(l)) correspondentes 
ao primeiro fator U(2); b1 , b2 os correspondentes ao segundo fator e d 1 o 
correspondente ao fator U(l). Seja ainda: 
, H* (BU (5} ;Z) = Z [c1 ,cz ,c3 ,c4 ,cs] 
As relações e suas consequências são as seguintes: 
a} Na dimensão 2: 
b) Na dimensão 4: 
j*(c,) 
c) Na dimensão 6: 
' 3 1 
d) Na dimensão 8 
j*(c,) = azbz + a1bzd1 + azbtdt = o 
2 2 
+ a1azd1 + azdi ' a, = a1az - d,
3 2 2 2 3 
' a1d1 = 2atazdt + azd1 - a1d1 - a1d1 - d, 
' 
2 2 di a, ~ 2a1a2 - a1azd1 - azd1 + 
e) Na dimensão 10 
j* (c,) = azbzdt = o 




a1a2 = a1d1 - arazd1 - a1azd1 
f) Na dimensão 12 
33 9 4 24 
a1d1 = 2a1a2d1 + azdr - a1d1 
g) Na dimensão 14 
2 2 2 3 
' a1azd1 = a1azd1 + 2atazdt 
2 2 2 3 
' a1azd1 = -a1azd1 - a1azd1 
3 2 2 3 2a1azdÍ a1azd1 = -2atazdi -
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2 3 2 3 
' azd1 = a1azd1 + a1azd1 
3 ' ' a 1 d1 = Za1azd1 
h) Na dimensão 16 
2 2 2 2 ' a1a2d1 = a1 azd1 
2 3 2 ' a1azd1 = -a1azd1 
' ' 2 ' a1azd1 = -2a 1 a 2 dl 
2 ' 2 ' azd1 = a1azd1 
' 
2 
a1az = o 
Temos então a cohomologia de F(2,2,l) temando como geradores x1 ~ i*(a 1 ), 
x 2 = i*(a 2 ) e z 1 = i*(d 1 ); uma base aditiva de H*(Ft2,2,l);Z) é constitur 
da pelos monômios: 
Em resumo, a base aditiva de H*(F(2,2,J);Z) consta de 30 monômios ou se 
ja a cohomologia de F(2,2,l) é dada pela soma direta de 30 cópias deZ. 
J 4 - Classes de Pontriagin do Fibrado Normal 
Seja G um grupo de Lie compacto e H um subgrupo fechado; o fi brado 
• 
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normal v de uma imersão de G/H em um espaço euclidiano e classificado pela 
ap 1 i cação: 
G/H _i > BH i_> BSO(dim H) 
onde f é aplicação 'induzida pela representação adjunta Ad:H-+ SO(dim H). 
Para a demonstração deste resultado ver (7), capítulo IV, onde também p~ 
dem ser encontradas as demonstrações das afirmações seguintes: 
Se G=U(n) e H=U(ndx ... xU(nl),com n1 + ... +n.e.=n,a apli-
-caçao f induz em cohomologia o homomorfismo: 
-sao as classes universais de Pontriagin. 
A aplicação f* fatora-se através das aplicações: 
ft: H*(BSO(nfj;Q)- H*(BU(n;); Q) 
e E f* ( ) 1 Pr 
r+s+ ... +t=k 
Cada um dos fatores fj, < < i, que passaremos a representar por f* 
se reduz a uma ap 1 i cação: 
f*: H*(BSO(n 2 -n+l) + H*(BU(n):Q) 
e f*{pk) ê dado pela seguinte regra: (7; cap.4). 
11Toma-se a k-êsima função simêtrica elementdr em (ti-tj) 2 , I~ i< j::; n, 
expressa em termos das classes de Chern que são as funções si.mêtricas elementa-
res nos 
Para o caso n = 2, que nos interessa, temos: 
f*: H*(BS0(3) ;Q)- H><(BU(2) ;Q) 
e, por 2.1.5 de (7). 
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f*: Q[p,]-+ Q[;.,,a,J 
Pela regra acima: 
Exemp 1 os: 
(1) Para a variedade de Grassmann F(2,2) vamos indicar por q 1 = ft(Pd a 
classe correspondente ao primeiro fator U(2) e com q; = f~(p 1 ) a classe 
correspondente ao segundo fator. 
Entãto: 
p,(v) = i*(q,) + i*(ql) = -Zxf 
Pelo teorema J 2 , como p2 (v) +O e dimensão de F(2,2) ê 8, temos: 
F(2,2) não mergulha em R12 .--
(2) A variedade F(2,2,1) = U(5) I U(2) x U(2) x U(l) tem dimensão 16; as elas 
ses de Pontriagin do fibrado normal são dadas por: 
p,(v) = i*(q,)i*(q!) = 
Então p 2 (v) +O e pelo teorema J 2 , F(2,2,1) não mergulha em R20 • 
(3) A variedade F(2,2,2) = U(6)/U(2) x U(Z) x U(2) tem dimensão 24. 
P3 (v) = i*(q 1 )i*(ql)i(q~') = 
• 
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Todos esses geradores são livres em H12 (F(2,2,2);Q) (para a cohomologia de 
F(2,2,2) ver (8J), de modo que p3 (v) =I= O e consequentemente F(2,2,2) -na o 
mergulha em R30 • 
Estes resultados sugerem a seguinte generalização: 
"F (2") • U (in) I (U (2) x .. . x U (2) ê ta 1 que e 




IV - NAO-MERGULHO EM FIBRADO DE ESFERAS 
Neste capftulo tomaremos como ambiente para mergulhos os espaços totais de 
certos fibrados de esferas; utilizaremos os resultados obtidos no capítulo 11, 
especialmente o teorema da seçao F L+ sobre integral idade_ do carácter de Chern 
para f .i brados de esferas. 
As variedades 11 teste11 serao as flag-variedadcs complexas, consideradas no 
capítulo anterior. 
Seja f;"= (E,TI, $0 ) um (p+l) - fibrado vetorial com p e n • lmpares, de 
modo que a variedade compacta· S(U tem dimensão par L= p + n; posteriormen-
te, serâ feita uma nova restrição sobre o fibrado f;" a qual permiti rã a descri 
-çao do fibrado normal de M = G/H. 
O teorema seguinte, enunciado e demonstrado em (]) para esferas ê o re~ 
sultado básico para a obtenção de não-mergulhos; os elementos envolvidos no e-
nunciado serão apresentados posteriormente assim como os diversos lemas que con 
duzem à prova do teorema. 
K - Teorema Fundamental 
K1 Teorema: Seja w~m uma variedade diferenciável, fechada, orientada e co 
nexa de dimensão par 2m. 
Se M mergulha em s(E,J, com fibrado normal orientável v 2 k, entao para 
todo 8 E K(M) tem-se: 
Observação: A aplicação deste teorema depende do conhecimento dos seguintes ele 
mentos: 
1. A cohomologia de M 
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2. A K-teoria de M 
3. O fibrado normal de M 
4. A classe B do fibrado normal. 
Conhecendo~se estes elementos, os resultados de não-mergulho serao obtidos 
do seguinte modo: 
Procura-se escrever a expressao: 
<ch(6)B(v), [M] > 
na forma: 
I 
---x (número inteiro Ímpar) 
2k 
Assim, 2k- 1<ch(8)B(v), [M]> nao e inteiro e podemos concluir que M 
mergulha em S(s), desde que dim S(s) • 2m+ 2k • L. 
-nao 
t claro que o resultado serâ tanto me"lhor quanto maior for o valo,.- de K. 
KL - Fibrados e RepresentaçÕes C?J 
Dado um G-fibrado principal E-2.> X e uma representação V E. R(G), pod~ 
mos construir um fibrado vetorial complexo sobre X~ 
Obtém-se então um homomorfismo de anéis: 





A aplicação quociente h: E~ E/H . e um H-fibrado principal que denotaremos 
com E. 
Seja o......!:> X o cilindro da aplicação E/H Sl> X, de modo que o diagrama 
onde b: E/H-+ D e a inclusão, e comutativo; seja, ainda, s: X-+ D o mergu-
lho canônico. 
A aplicação inclusão i: H-+ G induz o homomorfismo restrição 
i!: R(G)---+ R(H} e a aplicação 
t: o~ DI(E/H) induz t~: K(D,E/H)-r K(D) 
Vamos definir uma aplicação 
d: Ker(i ~)-r K(D,E/H) 
de modo que o seguinte diagrama seja comutativo 
a· E R (H) -> K(E/H) 
. 't tb~ '. 
' R (G) r .a E K(D) 
---=> 
jt tt~ 
Ker (i~ )...9.> K(D,E/H) 
Para definir d, procede-se do seguinte modo: 
Dada uma representação u E Ker(i !), u pode ser escrita como V-W, onde V e W 
são representaçÕes de G, de mesma dimensão e que restritas ao subgrupo H -sao 
isomorfas. Usamos a parte superior para obter dois fibrados ~v e 
cujas restrições a E/H são equivalentes. 
t" sobre O, 
"w 
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Nestas condiçÕes, obtêm-se um elemento d(Çv,t,:w)€. K(D,E/H), pela aplica-
ção da construção diferença dada em (7). Define-se então: 
Faremos uso desta construçao no caso em que o grupo G = SO(n) ·e H==SD(n-1). 
Lema: Dado um n-fibrado vetorial orientado .; sobre uma variedade X, 
seja E__]>_> X o SO(n)-fi-rado principal associado ~. Então o fibrado 
E/H__g_>X, H=SO(n-1) 
e equivalente ao fi brado cle esferas associado a .;. 
Demonstração: 
O fibrado E/~> X e o SO{n}-fibrado com fib;-a n-t SO(n)/SO(n-1) = S a~ 
saciado ao fibrado principal E_p_> X (a p-rova estál por exemplo, em (13), pãgi_ 
na 67). 
Logo, s (f;) e E/H~> X sao fibrados associados ao mesmo SO{n)-fibrado 
principal e portanto são equivalentes:-
K4 Homomorfismo de Gysin 
Sejam X e Y variedades compactas, conexas e orientadas; sejam [x] e [v] 
as classes fundamentais de X e Y respectivamente. 
Seja f: X-+ Y uma aplicação contínua e seja f~~= H*(X)- H*(Y) 0 homo-
morfismo induzido. 
O homomorfismo de Gysin f 0 : H*(X)-+ H*(Y) associado a f e definido de 
modo que o diagrama: 
"f r{x] "f "[v] 
H* (X) ~ H* (Y) 
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seja comutativo, isto e: 
O homomorfismo f 8 tem as seguintes propriedades 
(I) f.,(f*(z) U w) = z u f.,(w) 
(2) f,.(z) [Y]= z([j<]) 
Ks Lema: Seja I o nücleo da aplicação restrição: 
i!' R (SO (2K) )- RSO (2K- I) 
Seja M2 m como no teorema K1 e seja 
um mergulho com fi brado normal v 2 k, orlentâvel. 
Então, para cada representaçao V~ I, existe uma aplicação: 
fv' K(M)- K(S(i;)) 
satisfazendo: 
a) f!fv~) = e.a(v) 
b) ch(fy(G)) = fO>(ch(B).ch(v)/e) 
onde 11e 11 e a classe de Euler do fibrado normal. 
Demonstração: 
Vamos definir fv e justificar a propriedade (a); a prova de (b) dada em 
(7J aplica-se ao nosso caso, sem modificação. 
Suponhamos, para simplificar a notação que f seja a inclusão de modo 
que M e suposta ser uma subvariedade de S(S). O fi brado, de discos associados 
ao fi brado v pode ser realizado como uma vizinhança tubular D de M em S(~); 
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Seja A-+ M o fi brado de esferas associado ao fibrado normal v, pensado 
como bordo de D, 
onde 
Pelo lema Ks este fibrado de esferas e isomorfo ao fibrado 
p 
E--> M 
E/SO(ZK-1) __'L> M 
e o SO{ZK) - fibrado principal sobre M, associado ao fibrado 
normal. 
Além disso o fi brado de discos D ~> M e a aplicação cilindro de q. 
Dada uma representaçao v E I, podemos entao aplicar a construção descri-
taem K2 paraobter S==d(v)tK(D,A). 
Geometricamente, a construção d~ S, neste caso, pode ser vista do segui~ 
te modo: 
A partir de v E: I, obtem-se um fibrado a(v) sobre M; este fibrado e 
estendido a D de modo a se anular sobre- A.-
Definimos então 
fv: K(M)~ K(S(0) 
de modo a tornar comutativo o diagrama: 
K(D,A) h K(S(~), S(s)-D 0 ) --> 
i ~ ! .. J. 
K(M) --> f v K(S(<)) 
onde ~ é definida por ~(8) e.s. h é o isomorfismo dado por excisão e j! 
e induzida pela inclusão. 
Para provar (a) basta observar que fv(e) é obtido estendendo-se 8.a(v) 
de M para O e depois para S(S) - isto é possível pois 8.S se anula so-
bre 80 = A. 
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Assim, ao restringirmos fv(8) a M através de f recupera-se e.a(v) 
ou seja: 
e.a(v) 
K6 Lema: Se M2m mergulha em S(~) com fibrado normal orientável v 2 k en 
tão a classe de Euler de v . e zero. 
Demonstração: 
Como S(~) so tem cohomologia nao nula nas dimensões O, p, n, p + n se-
gue-se que: 
O fi brado normal sendo orientado, existe uma classe fundamental: 
As inclusÕes. MC S(i;) e S(i;) C (S(i;),S(ç:)-M) induzem homomorfismos: 
e o homomorfismo composto leva a classe u na classe de Euler de v- este re 
sultado é o teorema 11.3, enunciado e demonstrado em [14}. 
Como H 2 k(s(~)) =O, o lema está provado. 
K7 Lema: Sendo M como no teorema K1 , se ~1 mergulha em S (!;) entao p~ 
r a todo 8 E: K(M} e para todo v s 1, tem-se: 
< ch(8)ch(v)/e, [}1] > c Z 
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Demons-tração: 
Pelo teorema 121 ch(e) [S(S)] E. Z, para todo 8 €. K(S(Ç)); pela propried~ 
de (b) no lema K5 , temos 
Avaliando na classe fundamental de S(Ç) e aplicando a propriedade (2) do 
homomorfismo de Gysin, temos: 
ch(fv(8}} [s(t;}j = (ch(8}ch(v}/e} [M] 
Como fv{8) E: K(S(Ç)) O lado esquerdo ê um nümero inteiro e portanto te-
mos o lema demonstrado 
K8 A classe B de um fibrado 
As referências para esta parte são (14) e (]). 
Dada uma série de potências: 
existe uma sequência multiplicativa {K0 } associada a f(t), definida por: 
Nesta expressão a soma ê sobre as partições (ir,i2, ... ,ir) de n 








Kl(ol,Oz,03) ~ À103+ ÀIÀz(o1oz-3cr3) +Às(crf-3cr1 crz+3cr3). 
Dado o fibrado vetorial real, orientado, n definimos a classe B(n) do 
seguinte modo: 
Toma-se a sequência multiplicativa: 
B = 1 + B1 + Bz + ... 
associada . de potências: a ser i e 
f ( t) sen h lt I I I t' I t' = = + 3! t +5! +JT + ... lt 
avaliada nas classes de Pontriagin p1, pz, ps,··· do fibrado n. Tem-se então: 
I 
Br (pr) = 6 PI 
I B, (pr ,p,) ~ 36 p, + I 120 
B(n) =I+ Bdpr) + Bz(pr,pz) + B,(pr,pz,p,) + ... 
Assim, para calcular a classe B(n) devemos conhecer as classes de Pon-
triagin de n. 
K9 Se M mergulha em S(S) com fibrado normal orientãvel v, então existe 
uma representação ]J €. I ta 1 que: 
k-r ch(~)/e ~ 2 B(v) 
A demonstração e a dada em (]J, observando-se o lema KG• 
Demonstração do Teorema K1: 




-que e um numero inteiro, pelo lema K7 • 
Observação: As propriedades de S(Ç) que permitiram a conclusão do teorema K1 
são as dadas no teorema 12 (integral idade do carâcter de Chern) e no lema K5 
(nulidade da classe de Euler para fi brados normais de mergulhos). 
K10 Lema: Seja t;: 1 , ••• ,;p uma base aditiva de K(M) e suponhamos que: 
para todo = l , ... , p. tn tão: 
para todo i; e; K(M). 
Demonstração: 
Seja .; ::: n, 1 t;: 1 + ... + np.;p onde Tll,._ .. ,np são inteiros. Então: 
k-1 r.o n; < 2 ch(I;;)B(v), LM > 
que e um numero inteiro. 
Observação: Com este lema, podemos obter o melhor resultado de não-mergulho con 
siderando uma base aditiva de K(M) e uma vez encontrado o maior valor de k 
ta 1 que êinteiromas -nao -e 
inteiro, podemos concluir que a variedade M nao mergulha em S(Ç) se 
dimS(I;) =L= 2m+ 2(K-I). 
L Fibrado Normal de G/H em S(Ç) 
Seja I; um (p+l)-fibrado vetorial sobre sn com p e n Ímpares e tal 
que TSn m Ç seja trivial, isto é, E; é o fibrado normal de uma imersão de 
s" em Rn+p+l. _ Nestas condiçoes vale o teorema e pelo corolário B6 , S(S) 
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e uma variedade paralel izável. Podemos então, com a mesma prova dada em (7), 
capítulo IV, concluir o seguinte: 
L1 Teorema: O fibrado normal de G/H em S(~) é classificado pela aplicação: 
G/H __i_> BH _f_> BSO ld i m H) 
Com este teorema, podemos utilizar os resultados do parágrafo J 4 relati-
vos às classes de Pontriagin do fibrado normal de G/H. 
Lz A classe B -do fibrado normal a G/H 
a) A variedade F(2,2) tem as seguintes classes: 
Bl(Pl)=--}xJ e Bk=O se K>2 
De modo que B(v)=l-
b) Para a variedade r{2,2,1), temos: 
Observação: Parte desses cálculos puderam ser feitos com o auxílio do computa-
dor; especialmente, produtos de polinômios são feitos sem dificuldades. Entre-
tanto, as simplificações provenientes das relações na cohomologia apresentam al 
gumas dificuldades. 
Para obter outras flag~variedades, mesmo F(2,2,2), devido ao grande numero 
de geradores e relaçÕes na cohomologia os câlculos são muito longos e por isso 
• 
47 
ficaremos, apenas, com os exemplos (a) e (b). 
M X-Teoria e Carácter de Chern para as flag-variedades 
Daremos uma descrição rápida da K-teoria das flag-variedades e um processo 
para computar o carácter de Chern dos elementos de uma base aditiva; 
esta o em [7j e [8] . 
Dado o H-fi brado principal: 
tem-se um homomorfismo: 
H -> G ...2':> G/H 
a : RH- K(G/H) 
n . 
detalhes 
onde RH denota o anel de representações complexas do grupo H; em nosso caso, 
G = U(n) e H= U(n 1 ) x ••. x U(nk). Para simplificar, focalizaremos apenas os 
casos H= U(2) x U(2) e H= U(Z) x U(2) x U(J), sendo que a situação para 
qualquer outra flag-variedade é análoga. 
M~ A variedade F(2,2) 
Sejam z 1 , z 2 , z 3 e z" as representações elementares do toro T(4) C U(4)e 
sejam: 
1,2,3,4 
funções simêtricas elementares. Sejam ainda: 
"i oi (z 1-l ,z2-J) E. R u (2)' " I , 2 
B; " ai (z3-J ,z4-l) E R U (2), " I ,2 
s; " "rr (a;) € K(F(2,2)) 
Por definição, ch(Ç;) 
" 
c h (a i) = a· (etl-J 
I ' 
etz_l) e isto nos dá: 
ch(Çj) = Xj +termos de graus superiores 
• 
48 
Este fato, juntamente com o teorema 3.3.7 de (8) permitem provar o segui~ 
te: 
M2 Teorema: A K-teoria K(F(2,2)) tem como base aditiva os seis monÔmios se 
guintes: 
A estrutura multiplicativa ê análoga à corr~spondente para a cohomologia 
e as relações sao, formalmente, as mesmas. 
Para calcular o carácter de Chern dos elementos da base basta calcular 
ch(Sl) e ch(Sz) e usar a propriedade multiplicativa de ch. Assim: 
t t, 
ch(E;tl =crde '-l,e -1) 
= tt + 
X> + 







tt I e - + etz_ 1 = 
d+d 
+ 
" 3!_ + 
Sejam z 1 , ••• , z 5 as representaçoes elementares de T(S)C U{S); sejam, 
a inda:·. 
a; a; (zl-1 ,zz-1), 
S; = O'; (z3-l,z4-1), 
Àt = crl(zs-1) 
f;. =a (a.), 
I rr I 
À = a (Àtl 
rr 
= 1 ,2 
= I , 2 
= I , 2 
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M'+ Teorema: Os seguintes monômios: 
1,- (I, À, (i, (JÀ, À 2 , (z, !:1.;2, À(z, Ç~À, 
S1À 2 , À3 , SiSz, Sf>.. 2 , (IÀ 3 , SI(zÀ, SzÃ 2 , À~, 
(IÀ 4 , t:i(zÀ, SI(zÀ 2 , (zÀ 3 , SiÀ 3 I s;.;zÀ 2 , St(zÀ 3 , 
(zÃ 4 , SiÃ4 , SiSzÀ 3 , (1À2À 4 , t;f(zÀ4 
formam uma base aditiva de K(F(2,2,1)} ou seja a K-t~oria de F(2,2,1) é constj_ 
tuída de 30 (trinta) côpias deZ; a estrutura multiplicativa e as relações sao 
anâlogas ãs correspondentes cohomologia. 
Devemos calcular ch(f; 1 ),. ch(f; 2 ) e ch(À) e usar o fato que c h -e um ho 
momorfismo de anéis para calcular o carácter de Chern dos diversos monômios que 
comparecem na base 
N Cálculo de eh(f;) B(v) 
N1 Para a variedade. F(2,2) 




ch(f;,) + xl Xz + x!xz = x, _1_2_ 2 
c h (i;i) = ' 1 ' XI + 6 XI Xz 
ch(f; 1 f;,) = X1 Xz 
ch (f;} f;,) ' = xtxz 
ch(1)B(v) [F(2,2)] = o 
ch(i;,)B(v) [F(2,2)] =O 
• 
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ch(~2 )B(v) [F(2,2)] = 
ch(i;l)B(v) [F(2,2)] 
ch(~,UB(vJ[F(z,z)] =o 
ch(d~z)B(v) [F(2,2)] = 
Assim, o melhor resultado ê dado por: 
<ch(~,)B(v), (F(2,2)] >= 
z' 
Como < 2 1 ch(~z)B(v), [_F(2,2)] ><f. Z, tomamos K-1 = e concluímos que 
F(2,2) não mergulha em S(~) se L= dim S(Ç) = 12 e Ç e um (p+l)-fibrado 
vetorial sobre S0 com p e n Ímp,;res e TS0 ED S trivial 
N2 Para a variedade F(2,2,1), usarem~s Ai para indicar o valor de 
<ch(~)B(v), [F(2,2,1)] > quando ~ -percorre a base aditiva de K(F(2,2,1)), 
na ordem apresentada, de modo que = 1,2, ... ,30. 
Para calcular o caracter de Chern nos elementos da base, aplicamos as se-
guintes fÔrmulas: 
h(r) ~ So(xl,xz,O, ... O) c sl = -
n 1 n! 
ch(~ 2 ) = ex 1 - I - ch(~ 1 ) 
ch(Ã) z, = e - I 
as quais decorrem facilmente da definição. 






ch(i; 2 ) = 
ch(Ã) 
1 6 b x, 
I ' + 1/! Z1 
1[2.2- lzz B(v) = 1 + b -2xl-3z1-2x1z1j +TE" x 1z 1 + 
1 3 5 ,. I 2 lj. 
+ J8 x 1 z 1 + zq Z1 - 72 X1Z1 
Os cálculos seguintes foram efetuados com o auxílio do computadur e os re 
sultados obtidos sao: 
A, = Az = = A, = Azg = o 
A,, I Azz Azs A" 
I 
= li " - li 
A23 A, Az1 I Aze. I A30 " = " - " 2 " 2 
Devemos então tomar K- 1 = 1 e concluímos que F(2,2,1) nao mergulha 
em S(S} para L = dim S(S) = 16 + 4, sendo S um (p+l)-fibrado sobre Sn com 
p e n Ímpares e TSn c$ S trivial. 
N 3 A variedade F (2, 1 , 1 ) 
Para esta variedade os cálculos foram efetuados completamente e o resulta 
do obtido ê o seguinte: F(2,1 ,1) não mergulha em S{S} se dim S(S) = 12 sen 
do S um fibrado como antes. 
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N, Os resultados obtidos em [7J para as variedades de Grassmann, nos I e 
vam aos seguintes: 
(I ) F (2, 3) -nao mergulha em 5 (~) • se dim 5(~) 20 
(2) F(2,4) - mergulha 5 (~) • dim 5 (ç) 28 na o em se = 
o Teorema Final 
o, Teorema: Seja ~ (p+ I) -f i brado vetorial sobre sn, com ' um p e n 1m 
pares e tal que TSn Gl ~ e trivia 1; seja L = p + n = dim 5(~). Então: 
(I) F(2,2)ct 5(~) se L = 12 
(2) F(2,3)C/- 5(~) se L = 20 
(3) F(2,4)<t S(~) se L = 28 
(4) F(2,2,1)C/-5(~) se L 20 
(5) F (2 ,I , I) )t 5 (~) se L = 12 
o, -e o (p+l)- fibrado trivial sobre Sn, com p e n Ímp~ 
res, S(~) = sn x SP e temos então resultados de não-mergulho em produtos de es 




Cohomologia de F(2,2,1) 
I. Geradores: Xt, x2, z1 
3. Relações: 
a) Dimensão 6 
b) Dimensão 8 
c) Dimensão 10 
xl 5XtZ~ 2 5XIX2zt • - 5X!X2ZI -
2 4 2 
' X1X2 • X1Z1 X1X2Z1 - X1X2Z1 
3 X1X2 • 
,, 
2XIZ1 Z>çfx2z1 - 2x1X2zf 
2 X2Z1 • xfx 2 z1 + X1X 2zj + x2zr 
3 2 2 3 2 3 ,, X1Z1 Zx1 x2z1 + X2Z1 - X]Zl - XtZl 
zl • o 
• 
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d) Dimensão 12 
xzzz 2 1 = 
2 2 X1XzZt + ' X1X2Z1 + ' XzZI 
xizí ' ' 2 ' = 2x1 XzZ1 + XzZl - X1 Z1 
' 4xixzzf 2 ' 
2 2 
X1X2 = + 2XIZI + 2XIX2ZI 




' ' XzZI = XIXzZl + xpçzzl 
' ' ' X1Z1 = 2XIXzZ1
xi 5 xíx~ ' o = X.zXI = X1Xz = 
f) Dimensão !6 
2 2 2 2 
' ' ' 2 ' X1X2Z1 = X1X2Z1 X1Z1 = 2X1X2Z1 
2 
' 2 ' ' 
2 2 ' X1X2Z1 = -XIXzZI X1X2Z1 = 2XIX2Zl 








XzZl = X1X2Z1 X1Z1 = 5X1X2Z1 
3 
' ' 4 XzZt = XtXzZt 
6 4 4 2 3 2 
' o XzXt X2 = XtXz = XtXzZJ XtXzZt = 
ANEXO 2 
Polinômios Sn, n = 1, 2, ... 8. 
s!j {o] ,az' 0,0) = a' - 4crÍcrz + Za~ 1 
Ss(crr,Oz, o ... ) ai- saiaz 2 = + 5GtO"z 
s6(crr,Cíz, o ... ) = a' 1 - 6aicrz + 9a~a~ - 2a3 2 
57(0"t,Oz, o •.. ) ai- Jaza? + 14cr3a2 3 = - 7ara 2 1 2 
Sa (crt ,crz, o •.• ) = a! - Ba~az + 20a~ai - \6 2 3 't OtCYz + 20'z 
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ANEXO 3 
Cálculos no Computador 
Este anexo consiste de uma listagem do computador, onde foram 




















1) Os símbolos* e~ significam produto e pptência; por 
exemplo: 
2) As vari~veis Yl e y 2 correspondem·as variáveis 
x1 , xz do texto. 
3} Os monômios -assinalados sao os que se situam na dimen-
são de F{2,2,1), que é 16; a partir deles, observadas as relaçÕes em 
Hl6(F{2,2,1) .) que est~o na pigina 54, calcula-se fac i !mente os valo-
resdeA 1 , = 1,2, ... 30. 
Vi.FL\V!éiS : 
Yl 'í2 Zt 
:1JI« :ll<.iJ .~ ZE;P.Ii.8 
'+( d-S) 
'+C n-7) 










'+( Z1l+OI2•zt~2 J+C 1/&•zl-JJ + Ol24.,zt-4l 
'" 
•[li&•Zl.J)•(l/24~Zl-~)-( Y2)+(1/b*Y2*Zl)+(13/21•Y2•Z1-2)·(1/12•Y2*Z1-3) -( ll/4N•y2•Zl-4)+( Yll·(~/J~~l•Zl.2)+(L5172~il*Zl.4)•(J/o 
*Yl•Y2)+(l/~•yl~I2•Zl)+(l/36•Jl*Y2•zt-2) ·(13/t41•Yl•12~Z1-3l·(ll/432•Yl•y2•Zl.4)+(1/2•fl-J)~(tf2•yl·~·zl)•(l/q•)l.L*Ll.2)+(114•JI 
•2•~1- 3)1" 11 7 i 14~q·t•:uzt·~) +( 1/hYI -~*12)• ( 1/1 2;q 1·2 •y2•;;t•:J) + ( 1 1':> ·; ~·; 1·2.,·1 !•Ll-4) • ( 1 I h·Y 1 ~ l) ·( tlt><f í t• 3 ~zt) + ( llt>•Jl • hZl ~z l +(i/ Jb* 
y;•j•zt•J; •(l/21b•yl•J•zt•1)+(l/l~*Il•J•y~J-(t/72•I1-3•Y2•ZlJ·tl/[,,w•tl•j~~~·zt•2)+(\/~32eyt•]•Yi*Z1·3;+,1/4J2• 1 t•J• 1 2~Zl•~J·tl/o •~1-tJ t(l/1~•Yt•4•~ll+(l/36•Il•4*Z1"2J·(l/10S*Yl"4~Zl-J)-(I/l~-*Yl.4•Zl-·rl 
P3,W= 
+[1/12•zl-4)+( i2)~(7/12~~2•zt-2J+(l/4•Y2•Z1-4)+(1/2•Yl*Y2)•(51t2•Yl•Y2•Zl) ·(114•YI*Y2*Zl.2)+(1/~*ll*I2•Zl.3J+t514~*11*Y2~Ll-4)•( 
1/J~4y\·2•zl-,)-(1/4*Yl.2•Y2)·(1/6~tl-2•y2•Zll+(5/72*YI•2•Y2•zl-2) +(1/l~•Yl.2*i2*Zl-])·(~/Rb4•y1-?•Y?~zt·~J-Ll/b•Yl•j•y2J+(l/l~*Y 
1•J•Y2•;;t•l)·(l/14~~yl•l•i2•Z1·;)-(1/36•yt•1•I2)+(1/21h•yt•4•XI+Zl-ll •(1/8w4~yt•4~Y2•zt•4)+( J/l~V*ll-~)-\112~V•Il•~•Zl-J)+(l/~lb~ 
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1• 3J + ( l/1, 4~1 1-·,+Zl •4) 
•[liG+~2+Zl-l)-{l/8~y2+Zl.4)•( y2-2)+(11~•t2·2~zt)+(~/R•y2-2*Zl-2)·(7172+y2-2•Z1-J) •[79/l~t••?·?~zJ-ul+(l/l~•tl•zl-4)+( !1•121•(3 
14•' 1 ~Y l<-Z 1 ·2 J -c 111 hY1•':'2 ~::~- 3J+ cs~ 11 ~ ~+'il ~·o ~zt ·41- 121 hll'"Y~-2 1 +c 13/Lh < J•n·:;_..--;, 1 + 1 "J r 1~ '", 1 ~~r;.~:, 1·;. ,-1 "n ,.., , t", ;- ~~ 1-3 1- c 
1 "$/1:Hy 1 * l }-2~;;1•'.) + ( 1/2·;~y 1 • 2 .. Zl •.tJ + ( [ t•< *'(2) •( 7Jj2ay 1 •2'fi2<.Z l) -( ~18 ~y 1 • 2 .. t2•z 1•2) + ( l/3*~ 1•2 .. i L'>Z 1-3) +l ~I I 1 "'' ~, 1- I. • l '*I.~-~ J + l1/ 
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